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Вектори 
Се дефинира вектор во просторен координатен систем и операции со 
векторите. реПијноп оѓ а уестог апд орегаНоп5 мл уестог5 


ПРАВОАГОЛЕН ПРОСТОРЕН КООРДИНАТЕН СИСТЕМ 


Три бројни оски кои се нормални меѓу себе образуваат правоаголен 
тродимензионален координатен систем и определуваат тродимензи- 
онален простор кој накратко се нарекува простор. 


Слика 1.1. Просторен координатен систем 


Едната оска се нарекува х-оска или апсциса, втората е у-оска или 
ордината и третата е 2-оска или апликата. Точката О која е пресек на 
оските се нарекува координатен почеток. Секоја точка М во тродимен- 
зионалниот простор е наполно определена со подредената тројка 


реални броеви х, у, ѓ кои се нарекуваат нејзини координати, односно 
МСС. у, 2). 


Секој пар координатни оски определува рамнина наречена 
координатна рамнина. 


Во просторниот координатен систем се определуваат о координатни 
рамнини: 


хОу координатна рамнина (определена со х-оската и у-оската); 
хО? координатна рамнина (определена со х-оската и 2-оската); 
УО координатна рамнина (определена со у-оската и 2-оската). 


Секоја точка М(х, у,г) која лежи на некоја од координатните рамнини 
или оски има координати: 


област координати 
хОу рамнина (ху, О) 
хО2 рамнина (0, г) 
УОг рамнина (О,у, г) 
х- оска (0, 0) 
у- оска (О,у, 0) 


2- оска (0, О, г) 


Со координатните рамнини тродимензионалниот простор се дели на 8 
делови наречени октанти. Знаците на координатите на произволна 
точка по октанти се: 


О ктант 3 наци на координати 
1 хобу-0аето 
П хсбу“0агто0 
Ш хсбуч0а7т0О0 
(47 хобуч0аето0 
Мм хобут0асо 
мТ хсбут0асо 
УП хсб0учс0дасо 
УШ хобуч0асо 
ВЕКТОРИ 


Постојат величини кои се определуваат само со бројна вредност, 
додека други, освен со бројна вредност се определуваат уште и со 
правец и насока. 


Дефиниција. Величините кои се определуваат само со бројна вредност 
се нарекуваат скалари. 


Дефиниција. Величините кои се определуваат со бројна вредност, 
правец и насока се нарекуваат вектори. 


Скаларни величини или накратко скалари се на пр. температурата, 
плоштината, должината и др. и тие се наполно определени со нивната 
бројна вредност. Затоа доволно е да се каже дека температурата на 
воздухот е 200С, плоштината на некоја геометриска слика е 20 ст“, 
должината на отсечкаез ти тн. 


Брзината е векторска величина и како таква е определена со бројна 
вредност, правец и насока. Затоа брзината со која дува ветерот се 
определува со бројната вредност на пр. нека таа е 5 т/5, во правец 
север-југ и во насока од север кон југ. 


ои 


ВЕ 


“| 


Слика 1.2. Вектори 


Векторот геометриски се претставува со ориентирана отсечка т.е. дел 
од права ограничена со две точки од кои едната е почетна а другата е 
крајна. Векторот меѓу точките А и В, од кои А е почетна а В крајна 


точка се означува со АВ (Сл. 1.2.). Освен ова означување, за векторите 


се користат и малите букви одозгора означени со стрелка на пр. Ора 
или пак со мали задебелени букви на пр. а,Б. 


Според дефиницијата за вектор, секој вектор се дефинира со: 


- интензитет (должина или модул) на вектор е растојанието помеѓу 
почетната и крајната точка на векторот и се означува со 


|АВ | АВ, 4 
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- правец на векторот е правецот кој го определува правата на која лежи 
векторот и правата се нарекува носач на векторот; 


- насока на векторот е ориентацијата од неговата почетна кон крајната 
точка. 


Видови вектори 

Векторите може да бидат: 

- Вектори врзани за точка; 

- Вектори врзани за права (носач); 
- Слободни вектори. 


Слободните вектори не се врзани ниту за почетната точка ниту за 
правата на која лежат и тие може слободно да се транслатираат во 
просторот. При транслација векторите си ја запазуваат должината и 
насоката, а носачите им се паралелни прави. Понатаму, под поимот 
вектор ќе се подразбира слободен вектор. 


Слободните вектори се еднакви ако имаат еднакви интензитети, лежат 
на иста или на паралелни прави и имаат исти насоки. 


Дефиниција. Нула вектор е вектор на кој му се поклопуваат 
почетната и крајната точка. 


Нула векторот нема определен правец и насока и се означува со О. 
Секоја точка може да се смета за нула вектор со нула интензитет и со 
произволен правец и насока. 


Основни операции со вектори 


Најпрво геометриски ќе ги дефинирме основните операции со 
векторите. 


Збир на вектори 


Нека се дадени векторите 4 и 6. Векторот а 6 се нарекува збир на 


векторите аиби геометриски може да се определи по правилото на 
триаголник или паралелограм. 


За да се примени правилото на триаголник, на крајот од првиот вектор 
се надоврзува почетокот на вториот вектор и збирот ќе биде векторот 
со почеток во почетокот на првиот вектор, а крајот е во крајната точка 
од вториот вектор (Сл. 1.3. а). 


За определување на збирот на два вектора по правилото на 
паралелограм, векторите се доведуваат до заеднички почеток при што 
тие се две соседни страни на еден паралелограм, а збирот на овие 
вектори е дијагоналата во паралелограмот која почнува во заедничкиот 
почеток на векторите (Сл. 1.3. б) 


Дефиниција. Вектори кои имаат исти должини и правец, а спротивни 
насоки се нарекуваат спротивни вектори. 


Така, спротивни се векторите ди --а. 


Разлика на вектори 


Нека 4 и 6 се вектори, тогаш векторот а -- рсе нарекува разлика на 
векторите а и 6 и геометриски се определува како вектор формиран 
меѓу крајните точки на векторите 4 и 6 кои се доведени до заеднички 


почеток и со насока од крајот на векторот 6 кон крајот на векторот а 
(Сл. 1.3. в). 


а, је 
ГА 
- Ка 
а А 


Слика 1.3. а) Збир на вектори по правило на триаголник; б) Збир 
по правило на паралелограм; в) Разлика на вектори 


Множење на вектор со скалар 


Производот на скаларот 40 со векторот а (Сл.1.4.) е вектор да које 
определен со: 


- интензитет | Аа || А || а 
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- правец кој е ист со правецот на векторот ОТ 


- насоката е иста со насоката на векторот 4 ако 2-0, или е со спротивна 
насока од а ако ;сО. 


Еј 


Слика 1.4. Множење на вектор со скалар 


Пример 1. (Теорема за средна линија во триаголник) Да се покаже 
дека средната линија во триаголник е паралелна со спротивната 
старана на триаголникот и е со должина половина од неа (Сл. 1.5.). 


Доказ: Во триаголникот АВС страните му се векторите АВ,ВССА 
образувани од трите темиња А, В, С. Нека точките М и Х се средини на 


страните АС и ВС. При тоа МА -- МО -- ди МВ ч- КС -- 0. 


Слика 1.5. Средна линија во триаголник 


Изразувајќи го векторот МХ на два начини, како збир од векторите на 
страните од четириаголникот МАВХ и триаголникот МАС, се добиваат 
равенствата 

МХ -- МА з- АВ - ВК 

И 

Едианоп: 


ММ -- МО -- СК 
и со нивно собирање се добива 
МИ -- (МА МО) - АВЗ-(ВМ -СК)-0чАВЧ-0- АВ, 
од каде 


ми 48, 


што покажува дека средната линија МУ е паралелна со основата на 
триаголникот и е половина од должината на таа страна. “4 


Дефиниција. Ако векторот а може са се запише како како сума на п 
производи меѓу скаларите А; и векторите а; , односно со релацијата 


РЕН т со) 


за векторот а се вели дека е линеарна комбинација на векторите а; и 
скаларите А;. 


Векторите а; се нарекуваат компоненти на векторот а. Ако векторот а 
не може да се напише како линеарна комбинација од векторите а;, 
односно ако д -- у,,., Аа; е можно единствено кога сите скалари А; -- 


0, тогаш векторите 4 и а; се линеарно независни. 


Дефиниција. Вектор со интензитет еднаков на 1 се нарекува единичен 
вектор. 


Единичен вектор кој има ист правец и насока со векторот а се нарекува 
негов единичен вектор, се означува со до и се определува со релацијата 


-., 


0,0 с- 


ЕЛЕ 


Дефиниција. Вектори кои лежат на иста права или на паралелни прави 
се нарекуваат колинеарни вектори. 


Два колинеарни вектора а и 6 се запишуваат какоа -- АО, (ДА ХО,АСВ 


). 


задачи-вектори општо 
50/уед ехегсјое5 решени задачи со вектори 


Решени задачи од основни операции со вектори 


-з 
- 


1. Да се покаже дека ако векторите а,б,с, се надоврзуваат како триаголник, тогаш 
а КБчте- 0. 


Решение. 


| 
Ка 


Си 


слика 1 


- 
- 


Нека векторите 4,6,с, се надоврзуваат како на сл.1. Тогаш имаме 
акфбрес-ежтесд. 

Забелешка: Важи и спротивното тврдење - ако за произволни три вектори 4,6,с, 
важиа --в-ре с- 0, тогаш векторите 4,6,с, се надоврзуваат како триаголник. 


2. Да се покаже дека може да се конструира триаголник чии страни се еднакви и 
паралелни со тежишните линии на произволен триаголник. 


Решение. 


мој 
ва 


ВЕ: 


слика 2 


Како на сл. 2, формираме 6 вектори: три по страните на триаголникот АВС, те. 4,6,, 


ом 


и три по тежишните линии, те. 24,5Б,Ќе- 


Доволно е да покажеме дека И - м - ѓ. с- 0. 


се компланарни. 


Решение. 


За да покажеме компланарност на векторите 4 ,е,Ј , потребно и доволно е да најдеме 
скалари су, од кои барем еден е различен од 0, така што 


од сВечај -- б. 


Во тој случај би имале оте -- орр -- дра -- Вте тр -- упа с- 0, или 


(Вр - зп)а - (сор ај -Е (от -- Вт)е с- 0. 

Бидејќи 4,6,С се некомпланарни вектори, мора 

вр - тт со 0, -ор-рут сс 0, от - Вт с- 0. 

Тоа е хомоген систем од 3 равенки си три непознати а,д,у. Неговата детерминанта: 


0 фр а 
|-р 0 шт |-0--рша-- рша с 0. 
п -т оо 


Системот има бесконечно многу решенија и тоа: 
р -п -п 0 0 Ф 
Ос К,8 с- Ку с КЕКЕСНВ, 


или е - ршк д-- рак ус рек. 
Зак с-рка с шк,д- ик,“ со рк. 


Со тоа добивме дека постојат скалари а,8,“/, од кои барем еден е различен од 0, така 
што ода јВеуј с- 0. 


4. Ако АВСОП е паралелограм, тогаш неговите дијагонали се преполовуваат. 


Решение. 


слика 3 


Нека 5 е пресечната точка на дијагоналите АС и ВП. Имаме: 
Едианоп: 


ЗАД АВ - 5В 


9 Ср -- 5р. 


Со собирање добиваме: ЗА Оз АВ з- Ср -- 58 ч- 50. 


Заради АВ--Ср- 0, добиваме 


Ад ч- 50 -- 5 -- 50. 
Векторот 9Д ју 5Се колинеарен со ој а 58 -- 5Ое колинеарен со вр. 


Но АСи ВО се неколинеарни вектори, од каде следува дека морабА 50 --би 


9В -- 50 -- б. Или 5А -- 5СибВ -- 50, те. дијагоналите се преполовуваат. 


5. Нека АВ е дијаметар на кружница со центар О и нека 5 е произволна точка. Да се 
докаже дека 5А -- 5В -- 250. 


Решение. 


слика 4 


Имаме 5А -- 50 -ф ОД, 5В - 50 1 ОВ. 


Со собирање добиваме: ОД 5В -- 250 ОД з ОВ. 


ОД и ОВ се спротивни вектори, па следува ОД - ОВ - б,те. 5А4 58 - 250. 


Правоаголни координати на вектор 
Се прикажува вектор во простор и операции со вектори преку нивните 
координати. 


Правоаголни координати на вектор 
Векторот а во тродимензионален простор чиј почеток е во 
координатниот почеток О(0, 0, 0), а крајот во точката А(х,у, 7), 


аналитички се означува со а- (х, у, 2). 


Реалните броеви х, у и 2 се нарекуваат координати на векторот а (Сл. 
1.6.) 


Нула векторот има координати о- (0, 0, 01. 


Слика 1.6. Вектор во простор 


Понатаму следат операциите со векторите дефинирани аналитички, те. 
преку нивните координати. 


Еднаквост на вектори 


Векторите а- (х1, ут, 21) ивр- 45, у2, 22) се еднакви ако им се еднакви 
соодветните координати, те. 


Фа, с- рох ОПА НЕЕНА ФнА ре и 


Сума, разлика и множење на вектор со скалар 

За векторите а- Чх, уч, 21) ир- (хо, ур, 22) се дефинираат претходно 
воведените основни операции со вектори, но сега преку нивните 
координати: 

абе (чек, жу, 2) 

а --Б- рат х,у У,д 29) 

ха Ми, ут гас (Ах, ду Аа. 

Пример 1. Ако а- (5, --2, 7) иб- 10,3, -- 15, тогаш 

а Б- (510, -248,7--1) - (5,1,6) 

а--Б-(5-0, 2-8, 7-- (са) ч45, 5,8) 

сед Беај0 8 сре, 

24 Арс 245, 2,7) 440,3, 1) - 


410, 4,14) 40,12, --4) - (10, 8, 10). 4 


Колинеарни вектори 
Векторите а- (х1, ут, 71) и в- (2, уо, 2о) се колинерни ако а -- АР, (А ќ 
0), односно ако важи 


Коа ЛЕ ОВЕО | 
22 42 го ј 


Пример 2. Векторите 4- (2,3, -- 5) и Б- (-- 6, -- 9,15) се колинерни 


бидејќи 
соци ниа чија Про и КРАВИ ЦИ РИИ ак: ДЕНИ РИО 
22 42 22 -б." -д 145 8 


Закони на векторската алгебра 
Нека а,би с се вектори, а 4 и џ скалари, тогаш важат следните закони: 
а КЕ -- 6 -ра (комутативен закон за собирање на вектори); 


а-(Бчг)-- (а --б) ч- д (асоцијативен закон за собирање на 
вектори); 


А(џа) -- дџа с- и(Аа) (асоцијативен закон за множење со скалар); 


(А -Е џ)а с- Аа -Е џа (дистрибутивен закон); 


(а 6) - да АБ(дистрибутивен закон). 


Координати на вектор меѓу две точки 


Векторот а за кој точката А(хч, ут, 21) е почетна а В(оо, у5, 22) крајна 
точка, е определен со следните координати 


4 -- АВ- (Хот кру УЗ 


Пример 3. Да се определат координатите на векторот аза кој А(2, 4, -- 
3) е почетна, а 


В(О, --1, 12) крајна точка. 
Решение - АВ-(0-- 2, -1--412- (СЗ) (-2,--5,15). 4 


Пример 4. Да се определат координатите на крајната точка В на 
векторот 


а- 42,3, -- 5),уако А(1, 0, -- 2) е почетна точка. 


Решение. Векторот а со почеток во точката А(1, 0, -- 2) и крај во В(х, 
у, г) ќе има координати 


са 


И еес Дрејк ој ја еа) ае 


Бидејќи координатите на векторот 4 се дадени, од условот за еднаквост 
на векторите ќе следи 


јх-- Ју О0уг-- (с2)ус 12,3, -- 5) 
од каде 

хе Јо 2охс 3, 

у-- О-зЗ-у- 3, 

ера ШЕРИ И 


Значи, бараната крајна точка на векторот е В(3, 3, -- 7). 4 


Интензитет на вектор 


Интензитетот на векторот а- (х, у, 2) зададен преку неговите 
координати, се определува со | 4 |-- Хи га 22. 


Пример 5. Да се определи итензитетот на векторота -|- ор ако д- (-- РА 
82), 


р-(5,0,-- 1). 

Решение. Векторот а -- об е со координати 

ар 2,82) 25,0, ау (с2 10,3 0,2 --2) - (8,3,0) 
и со интензитет 

јав је 4И(в)2 3202 -- ИВА 9 -- 473. ч 


Пример 6. Да се определи единичниот вектор ад за векторот а- (--2, 
ОЈ 


Решение.бо с- аа ЗЕЛЕНА ЗЕУЛЕШЕАКТЕОИКАЛЕОТТИР. 
Единични вектори на координатните ОСКИ 


На координатните оски се определуваат единични вектори и тоа: 
на х- оската единичен вектор г-- (1, 0, 07, 
на у- оската единичен вектор 7- (0, 1, 07, 


на 2- оската единичен вектор А- (0, 0, 1). 


Овие три единични вектори се линерано независни, што значи дека 
ниту еден од нив не може да се претстави како линерна комбинација од 


останатите два вектора и затоа нивната линерна комбинација аг “ 3) ч 


укс о е можна само за а -- ВД -- чу с- 0. 


Секој вектор а- (х, у, 2) во простор може да се напише како линерна 
комбинација од единичните вектори 


асхан ун гЕ, 

бидејќи 

а“ (хуг) с (хХ0,0) (0,0) ч (0,0,) - 
(1,00) у(0, 1,0) а40, 0,1) са нујн ак. 


Затоа векторот а- 4-2, 3, 2) разложен по единичните вектори од 
координатните оски е 


ао 82) ааа је 2. 


Пример 7. Да се покаже дека векторите а- (1, --1, 2)Б- ае ЛКИ 
сс (3,1,1) се линерно независни. 


Решение. Трите вектори а, 6 и с се линерано независни ако 
линеарната комбинација 


ода ВБечесд 

е можна само за а -- 0 -- жу с- О. 

Поаѓајќи од равенството за линерна комбинација на векторите 
О1, 12 ВС 2 Ла ОТ еко 

се добива 

(ое Виаусака2Вну2да- дчтч)со, 


а ова векторско равенство се сведува на хомоген систем од три 
линеарни равенки со три непознати 


от Везусо 
сосд2внаусо 
да Велс. 


Детерминантата на системот П - 3 “ 0, од каде следува дека системот 
има едно единствено решение и тоа е тривијалното решение 
а -- В -- ч с- 0. Значи, трите вектори се линеарно независни. -4 


Пример 8. Да се претстави векторот -- (--1, 1, 5) како линеарна 
комбинација од векторите а- 41,0, 1у,р- (3,2,0) и с- (0, 1, 1). 


Решение. За претставување (разложување) на векторот 2 преку 


векторите 4, 6 и ссе поаѓа од релацијата за линеарна комбинација 
г - аа дБ-рчус 


во која треба да се определат константите о,Зиу. Запишувајки ја 
горната релација со вектори преку нивните координати се добива 


Ар Аубуете1, 01) В43,2:01-куч0;1, 4 
ОДНОСНО 
(1,1, 5) с ќе 3Вчндудан2ВнуачоОВуј, 


и од еднаквоста на векторите се добива нехомогениот систем равенки 


оскар со 
арка 1 
ас 


чии решенија се а - 2, В- --1,у- 3. Тоа значи дека векторот 7 може да 
се запише како линерна комбинација од векторите 4, 6 и ссо изразот 


аа Баде. 


Задачи од правоаголни координати на вектор 
5ојуед ргоБјет5 оп уестого соогајпаќте5 решени задачи од правоаголни 
координати на вектори 


Решени задачи од правоаголни координати на вектори 


1. За векторот а -- 18,4,5) да се определи интензитетот и да се 
определат аглите што тој вектор ги зафаќа со координатните оски. 


Решение. 
ја (м8 48 52 -- БО -- 54/2. 


Некао,ди "у се аглите што векторот а ги зафаќа со координатните 
оски. Тогаш 


сос со ВИВ 

кни ај СС 5/2 40“ 
Софа сто СЕ ог ЗОО 

КОбИ ај СС 5И2 ОС 5 
5 5 м2 

ОНА ја! Ш 5/2 ит 


2. Нека се дадени точките А(4,-4,2) и В(2,6,-4). Да се определат 


координатите на векторот А В, а потоа да се пресмета неговиот 
интензитет и аглите што тој ги зафаќа со координатните оски. 


Решение. 
АВ -- 12-46 4-42) -- 1-2,10,-6). 


АВ (е МАТЕ 100 36 -- 4/140 -- 24/35. 


-2 Со - МЗ 
ООВ(Е “от Ете ао Со ; 
АВ| 24/35 85 


10 10 „35 


СОЗД -- --- с- но : 
ќ АВ 2435 7 
6 6 335 
05 Ени ст Еее ч-- со 
ќи АВ 2./35 85 


3. Нека точките А(1,-2,0), В(2,1,3) и С(-2,0,5) се темиња на 
паралелограмот АВСО. Да се одреди четвртото теме Г и должината на 
дијагоналата ВО). 

Решение. 


АВ -- 41,8,31. 


Нека Ра ,4,а3). 


БО 2 0, 


слика 1 


БС -- АВ, па следува 
Едиабоп: 


1 -2-а 


3 сс --ф 

3-5 -аз,те. 

а сс -8убо сс -- 3, да - 2. 
Добиваме /)(--3,-3,2). 


Оттука, вр -- вс 4-1) 


ВО -| ВО (е ЈС5)2 к (Сдуѓ (Ст)? с м2, 


Скаларен производ на два вектора 
Се дефинира скаларан производ на два вектора и неговите својства. 
ОеНпшоп оѓ а 5са!аг ргодисе апа ргорегЦе5 


СКАЛАРЕН ПРОИЗВОД НА ДВА ВЕКТОРА 
Најпрво ќе се дефинира поимот за агол меѓу два вектора: 
Дефиниција. Под агол ф - 4(4а,Б) меѓу ненултите вектори а. и р се 


подразбира аголот О с. Ф с. 7 кој меѓусебно го зафаќаат векторите 
доведени до заеднички почеток. 


Сега следи дефиниција за скаларен производ: 


Дефиниција. Скаларен производ на два вектораа ХОиб:Е бе 
скаларната величина дефинирана со 


а-б-(4|-|б| сови (4,6). 


Очигледно е дека ако еден од множителите во скаларниот производ е 
нула вектор, тогаш и скаларниот производ е 0. 


Својства на скаларниот производ 


Од самата дефиниција за скаларен производ следуваат следните негови 
својства: 


Ца-Б-р.а (комутативен закон); 
2а-(Бта)са-: Ба: с(дистрибутивен закон); 
3. Аја -Б) -- (да) -Б -- а - (АБ) (множење со скалар 7); 


4. Ако векторите а и 6 се паралелни, тогаш 


5, аа (а) | а 2, односно |4 | Ма-а; 


6. Ако двата ненулти вектори во скаларниот производ се взаемно 
нормални, тогаш 


а | веа-бв- 0: 


7. Скаларниот производ меѓу единичните вектори е: 


ј-је04-КСОј-КсО, 


СЕА, 1 ЕКО. 
Ако векторите а И бсе зададени со своите координати 


ас (х,у,7 | и б- 1Х5, уо, 22), 

НИВНИОТ скаларен производ изразен преку координатите На векторите 
е: 

Дрер) е ЕНЕ! Кај га К) . (со Југ гоК) ќа 


со, 


на ЕЧЕ 5 г) ца глр(4 ? 7) а ЕЕ : к) а 

4) ку) Кај -К) 

а) ак) Заааа(К-К) с- 
Хо Еу 2122, 


односноа-ф с- 2122 -Е 12 -Е 2122. 


8. Аголот меѓу векторитедаибе 


или изразен преку координатите на векторите 


сови ( 4, 6) та 2122-Кутуа Еа122 


Јана Јанина 


Од дефиницијата за скаларен производ на два вектора следува дека 
знакот на скаларниот производ е определен од аголот што го зафакаат 
двата вектора и тоа: 


Х4(а, 5) е остар агол Фа - ро 0: 

(а, Б)етапагол еа - Бс 0; 

4(а,в)ст/2оа4-в-О. 

9. (Ортогонална проекција на вектор) Ако векторите а и р се 
доведат до заеднички почеток, секој од нив може ортогонално 


(нормално) да се проектира на другиот вектор со спуштање на нормала 
од крајот на едниот вектор кон правецот да другиот. Ортогоналната 


проекција на векторот а врз векторот 6 е вектор кој е во правец на 
векторот 6 и се означува со ред. Преку тригонометриски релации (Сл. 
1.7.) од скаларните вредности се добива 


реа „Т 
ар с- 0084 (0.0), 


од каде 


| реа (ха | сови (4,6). 


ј ј 
84! КА 
пра, пра и 
в ј И д 
а) 6) 


Слика 1.7. Ортогонална проекција на вектор 
Бидејќи д-р - | а | со5 (4, в)- | б | рејај, 


проекцијата на векторот а врз векторот 6 е вектор во правец на би 
изразен како вектор е 


Еее 


кеде бо е единечниот вектор на 0, или од 00 -- следува 


Ортогоналната проекција на вектор врз вектор има примена во задачи 
во кои се бара даден вектор да се претстави како сума од два взаемно 
нормални вектори од кои едниот е со зададен правец. Така на пример, 
векторот а може да се претстави како сума од два взаемно нормални 


вектори од кои едниот е во правец на векторот 6, тоа е векторот реа, а 
вториот е неговиот нормален вектор д-рг.4. 


Пример 1. 


Да се пресмета рге. (За -- ор), ако ас (2,1, ар (1, 5,0) и 


сс (4,4, 2). 


Решение. 
Векторот 34 -- 2б- 34-24, 1) 241, 5,0) (--8, --7,3). 
Проекцијата рге(За -- 2Б)се пресметува со 


„сс о(вав)г, 


е сонот 
еј? 


Бидејќи (34 -- 2ф)- 8 (--8,--7,3) 44,4, --2)с(--8)4(--7)4ч 
8(--2)- --66, 


ја | го 4/4 424 (С2)2 с- 6, 


рга(З4 - 2Б) -- 98 -- 14,4, -2)-( та СИ) а 


Пример 2. 


Покажи дека трите вектори 8 34- Е - 2, ра ) ки 


с--4--Бј 7 -- 4 се взаемно нормални вектори. Најди три скалари а, В 
и гу такви што об Врв че -- ар ТС. 


Решение. 


Согласно својството 6, ако скаларниот производ на два ненулти 
вектори е нула, тогаш векторите се взаемно нормални. Трите зададени 
вектори се: 


а--За- јак 48,-- 1,2), 


Бај Ко 411, 1, 


ЕЕ БЈ- Ако 41, 5-4) 
Се пресметуваат нивните меѓусебни скаларни производи: 


Б-- 48-12-1411, 1-8 --1-2-0, 


ој 


ој 


ас18,-12)-(1,- 5-4) -3чБ- 8-0, 
Бас 411,-аУ-41,-Б,- 41 Ба 4-0. 


Видејќи сите меѓусебни скаларни производи се нула, следува дек тие 


се взаемно нормални вектори, те.а | Б | е. Штом векторите абе се 
взаемно нормални, тие се линеарно независни (ниту еден од овие три 
вектори не може да се претстави како линерна комбинација од 
останатите два вектора) и секој вектор од просторот може да се 
претстави како линерна комбинација од овие три вектори. Во условот 


на овој пример се бара векторот 2 -- ј -- К да се претстави како 


линерна комбинација од векторите 4,6,с, односно се бара да се најдат 
скалрите со, ди ѓу така што 


оа ВБ че са. 
Ова векторска равенка се запишува преку координатите на векторите 
о3, -- 1:21 ма ОТ, -- 1) - у11, 8, 4) Е- НЕ -- Во 


односно 
Едианоп: 


ЧЗа-В ру, а В- буда-- В- 4 с- 41,- 1,11 


и не доведува до следниот систем равенки 
Едиабоп: 


ЗАЕВ жус1 
-а-КВ- бус -1 
20--д-- ус 1. 


За решавање на овој линеарен ситем од 3 равенки со 3 непознати 
најпрво ги наоѓаме неговите 4 детерминанти: 


- 1 а 
р-|-1 4 5-42, 
9: ЗА зА 
14 
ре-|-1 4 БЕ -1в, 
Его -ени 
3 1 4 
ра-|-4 а -5ј14, 
2-1 га 
Шо 
руса а ај, 
е Ч 


Ги определуваме непознатите скалари преку: 
Едианоп: 


-- 3 
Го 45 7 
Вечодња, 2865 И 
Го 45 СЕ 
.. ВВ мава! 
ре се са от 


Тоа значи дека векторот г -- 7 -- Ќ се претставува како линерна 
комбинација од векторите 4,6,с 
Едианбоп: 


со равенката 


Задачи од скаларен производ на вектори 
решени задачи од скаларен производ на вектори 5о|уед ргоБ!ет5 оп 5са|аг ргодисе 
ОЌ уеского 


Решени задачи од скаларен производ на вектори 


1. Да се пресмета скаларниот производ на векторите ди 6, ако 4 -- 2т.--т, 
Ри „оо -) -. де ој саоОСКАС - СМ 
,-т-апијт(е2,| а (е 42(т,) сс ж. 


Решение. 
Едиацоп: 


-з 


а-Б-(Фт-пу-(т-оиусајт -атастач|а јо 
2-4-- 5ттпсеови(т,п) -- 2-16 с- 
8-- 40-11 82 -- 40-20 -- 20. 


2. Колкуе 4 (4,Б), ако | 4 |--| Б |-- 1, а векторите р -- а - 2Биф -- 54 -- 4Б се 
заемно нормални? 


Решение. 


Заради условот за нормалност, р - 4 -- 0. Значи, 
(а 25)(54 -- 4Б) -- 5 беови (4,Б) --8 -- 0. 

сови (4,6) с- не СТ, 
Следува 4 (4,6) -- то 


3. Дадени се векторите: 
Едиацоп: 


ра 4ј АБЕ. 


Да се пресмета 4.- би 4 (4,6). 


Решение. 


- 


Имаме д -- 43,1,-- див 41, --4Бра-в 8-1 1-(С4) з(с2)-Бо -11, 


а. са сос ао. ЗН 
сов (4, 5) -- 6 СВЕ НЕС) ЕС 4252 ДА. 42" 


4. Да се покаже дека векторите р -- а(бе) -- Р(ас) и с се взаемно нормални. 


Решение. 
Едиацоп: 


д -- (ае) -- Б(ад)јг -- 


--а(ве)-2-- Б(ас)-г-- 


-- (Бе)ае -- (ад)ре -- 
-- (Бе)(ад) - (Бе)(ад) -- 0. 
Добиваме ре -- 0, од каде следува р и ссе взаемно нормални. 


5. Нека | 4 | -- 2,| 6 |-- Би и(4,ф) -- тт. Да се пресмета А, така што векторите 
р сс да би 4 - За - 5 да бидат взаемно нормални. 
Решение. 


Треба рд -- 0, односно 


Едиацоп: 
(Ха атр)(За -5)--0 
ЕдиацЦоп: 
ајвар ро 
Едиацоп: 


1 1 
вА4- 4-10. (-„)51-10-(С-)- 17-25-0 


Едиацоп: 


124 -Е 5) -- 255 - 425 --0 


Едиацоп: 
ТА с- 680 
Едиацоп: 


ШИНА 
17 


6. Да се определи векторот 2 кој е колинеарен со векторот 4 -- 24 -- ј -- 2Ќи ја 
задоволува равенката 42 -- --18. 


Решение. 


а да 2АЕ-- АЈ а ддЕ- 424, -- АЈ). 


Едиацоп: 
а сс --18 
ЕдиацЦоп: 
ЖА КА КАА со --18 
Едиацоп: 
97 -- -- 18 
Ас -48 - 2 


9 
а жЕдј Ас 42, 4), 


7. Да се докаже "Талесовата теорема: Секој периферен агол над дијаметарот е 


ЧУ 


Слика 1 


Доволно е да покажеме дека СА.-СВ- 0. 
Едиацоп: 


СА -- СО - ОД 
Едиацоп: 


СВ - СО 4 ОВ 


Бидејќи ОВ -- ОД, имаме . 


СА - СВ - (СО з- ОДУ(СО - Од) -- СОСО - ОДОА -т2- 22 - 0, 


8. Да се докаже Питагоровата теорема за правоаголен триаголник: Ако а и 6 се 
катетите во правоаголниот триаголник АВС, а с е хипотенузата, тогаш 
ава сед 


Решение. 


чиј 


БЕ: 
ај 


Слика 2 


Ги поставуваме векторите 4, б и с како на сл. 2. Тогаш е --а -- в. 
Нека | а | а,| 6 |-биј| се |с- се. Имаме: 


5 49 
8 -2-0-|Б| сага Б 


Феј 
к 
! 
ОЈ 
ОЈ 
! 
„е 
ој 
| 
чи 
Хи 
„е 
ој 
| 
(од! 
Хи 
! 
ој 
ој 
| 
к 
о 
(„и 
- 
Гоца! 
Гоца! 
! 


Векторски производ на два вектора 
Се дефинира векторски производ на два вектора и неговите својства. Сго55 
ргодист апа ргорегне5 


ВЕКТОРСКИ ПРОИЗВОД НА ДВА ВЕКТОРА 
За решавање на проблеми во кои се бара да се определи вектор кој ќе биде 


нормален на два дадени вектора, се дефинира друг вид на производ кој е 
векторска величина и се нарекува векторски производ и дефинира со: 


Дефиниција. Векторски производ на векторите д и ф е вектор с кој се 
означува со 


ссахр 
и е определен со: 
- должина| с| с | а| б| ба „(а,б); 


- правец кој е нормален на рамнината во која лежат векторите ди 6, 
ОДНОСНО 


с|аисј! 6; 


- насоката на се таква што векторите 4, 6 и с образуваат десна тројка 
вектори, односно се однесуваат по правилото на десен винт (Сл. 1.8.). 


Што 


Слика 1.8. Правило на десен винт 


Својства на векторскиот производ 


Од дефиницијата за векторски производ следуваат следните негови 
својства: 


ах б---б х а (антикомутативен закон) 


со. 


2зах(рчте)сах 


ри ор) 


-а х е(дистрибутивен закон) 


(ови! 


З.Мах 5) с (д а)х р- ах ( 5) (множење со скалар 2) 
4. Акоа Хбир 0 тогаш, 
4 х Б-- боди Б се колинеарни вектори ( 4| 6). 


5. Векторскиот производ меѓу единичните вектори е: 


7 7 


ЕХЈСЕЈХЕСЕЕха сој, 


јхасбјхј-бкхи- 0. 


Ако векторите 4 и 6 се зададени со своите координати 


а“ (Х,у,) и в- (Х, уг, 20), 


нивниот векторски производ изразен преку координати е 


со 


а х ре СТЕ - и) Те гаЌ) Х (24 - 42) ае гоЌ) то 


ор) ри 


сајао(Е ха) Еацр(Ех 0) ага(Е хк)ч 
раа(Јјх а) ивОх) Еигб ха) 
ао(Кх 2) - гу(Кх 7) - га го(Ќ Х Ќе) е 


ге аујК -Е 2122 (-- 7) "Еу (С- СК) ај го Еј -Е аа у2(С- 1) 

со (ага - га) -Е (ааа, - его) (ааа -- ад) Ќ с- 
ај “3 2 41, 1 ШД.,г 

с| ЕЗА | ЈЕ| | Ќ 
2 9 го 22 12 1 


2 


45 СЗ и 2 а 1 
СБ КА (5: ја 
142 22 22 42 22 1 


или изразен преку троредна детерминанта 


ахб|а ш а. 


22 42 42 


6. Плоштината на паралелограмот образуван од векторите а и 6 е еднаква 
со интензитетот на нивниот векторски производ 


Рпаралеограмс | а х б|, 


бидејќи висината на паралелограмот е Н - | а| 5 4( 4, Б), (Сл. 1.9). 


Слика 1.9. Висина во паралелограм 


7. Плоштината Р на триаголникот чии темиња се во три точки со зададени 
координати А(х, ИДЕ и) В(о, уз, 22) И С(хо, уз 73) е 


Р- 1 |АВхАО |. 


Забелешка: Двата вектора кои го образуваат паралелограмот 
(триаголникот) треба да имаат почеток во иста точка. 


Пример 1. Ако а- 42, -- 1,3), б- 10,1, 7) и с- 41,4, 5), да се најде 
(Бхеух(ахв) 


Решение.Најпрво се определуваат координатите на векторите хеи 
ах б. 

Ќ -, -, 

т| с5а КТ -- К-- 28) с- -284 НЕ Т) -- Кс--23,7, - 
5 


њ ин ч 


ав 


1" ЈК Е , Е „ . Е 
|2 -41 8 | -лачж2к-- 14) - За -- - 105 -- 14) Е2Е-- 1-10, - 14,2) 


0 4 7 


Бараниот производ е вектор чии координати се пресметуваат со 
детерминантата 


и „ор со? „и „ор ср 


. . ој ани ШЕ: 

(сеа хбјеј-98 т -1(|а2(-28: 7 слЕ 
ОИ 2 иа, АА | 

РА 

ТЕ абе 5 - ЗБЕ- 23) -- 74) -- 204 -- 28) -- 196К) -- 10,56,3921. 

.. 


Пример 2. Во триаголник со темиња А(1, --1, 2), В5, --6, 2), С(, 3, -- 1) 
да се пресмета должината на висината И спуштена од темето В кон 
страната АС. 


Решение. Плоштината на триаголникот АВС ќе се пресмета со формулата 


-. ДОВ 
Р 2 


2 


но и преку векторскиот производ (особина 7) 
Р- | АВ х АС , 
од каде следува дека 


сос со (АВХАСЈ 
АС до 


Ги пресметуваме координатите на векторите кои се страни во 
триаголникот и имаат заеднички почеток во темето А: 


ДАВе(5- 1, -б--(С1)2-- 2) 44, --5,0), 


ДСс (ас 1,8 (са), са 2)с0,4, -3), 


Векторскиот производ е 


си -) со 


аа ЛИ ДИН крава 
АВХАС-|4 -5 0 | 154846 Ан 12 ј- (15, 12,16) 
0-4. „8 


и има интензитет 


| АВ Х АС | 4/152 122 4 16“ -- 225 1- 144 4 256 -- „625 -- 25. 


Заменувајќи ги вредностите во изразот за пресметување на висината се 
добива 


АВХАС 
реси! хХАС 25 25 25 


дс ЈОТАТЕС)2 м9 5. 


Задачи од векторски производ на вектори 
решени задачи од векторски производ на вектори 5о|уед ргоБ!ет5 оп уестог ргодисе 


Решени задачи од векторски производ на вектори 


1. Да се определи параметарот А, така што векторите Бр -- Ха -- ББ ид -- За -- 6 да 


бидат колинеарни, ако а и не се колинеарни. 


Решение. 
За да бидат колинеарни векторите р и 4 , потребно ер х 4 -- 0. Односно, 
(а -- 56) х (за - 5) -- 0. 


за ха--дахр-а5р ха 5 хр. 


2. 


Бидејќиа ха-Обирх ро -- 0, имаме 


дарба хб-- 0. 


ди б несе колинеарни вектори, па мора 15 -- А -- 0, те. А -- 15. 


2. Да се докаже декаакоа хХ Б-Ебхереха-- Отогаша, бис се 
компланарни. 


Решение. 
Едиабоп: 
ахрурхатаха- 
Едиабоп: 
сахв-ахбчеха- 
Едиабоп: 


ЕдиаНоп: 


(аа) 


Х 
„и 

(ем 

| 

ој 
рање 

! 

си 


Оттука следува дека мора 4 -- с и 6 -- а да бидат колинеарни, те. 


(1 А)а ХА - ас, од каде следува дека мора а, Би е да бидат компланарни. 


3. Да се пресмета плоштината на паралелограмот конструиран над векторите: 


-. 


а ЕЗ - Кирб- За. 


Решение. 


Слика 1 


ЕдиаНоп: 


а 428, 1) 


ЕдиаНоп: 


„13 СТ, ка 2 28 


Ј (21,7. 
Син икевиа 


Р-јахвј м8 ЕТЕ МБА с- 346. 
4. Да се пресмета плоштината на триаголникот АВС со дадени темиња: 


А(4, -- 1,2), ВС-8,0,4) и С(8,2,3). 


Решение. 
Едиабоп: 
1 И га - 
РАВС“ Аврс „| АВХАО | 
Едианоп: 


АВ -1-121,2) 


Слика 2 


1 2 2 --12 “Ша 1 


АВ Х АС - | |, | || | 5 с: 1--5,20, -- 401, 
3 1 1 4 4 а 


Виист АВНаДО је“ АЈ СБЈЕ ВО ЧЕ (АОЈЕ - ЗЕВИОЕНИО зик. 4 


5; Да се пресмета должината на висината повлечена од темето В кон страната АС 
во триаголникот АВС, ако неговите темиња се: 


4(1--1:9), В(6,-гба) и О(1а,-- 1), 


Решение. 


Слика 3 
ЕдиаНоп: 
1 - -. 
Равс -- „| АВХАС | 
ЕдиаНоп: 


АВ мај 14, Ни 5,01 


ЕдианНоп: 


АС 404, - 3) 


- - -5 0 0 4 4 -5 
хо ар Оваа) 


1 Те ту „925-144 256 /625 2 
РАвс -  |АВХ АСј- Уатчтет „. же - 2. 
ЕХеВи 
2 


2Р две 


Од друга страна, имаме Равс -- ај 


, односно | ГИ Е“ 


Еве ие зре ВВ сМИВ сир 
мото 25 5 


Мешан производ на три вектори 
Се воведува мешан производ на три вектори и негови својства. Тир|е 
5са|аг ргодисе апа ргорегце5 


МЕШАН ПРОИЗВОД НА ТРИ ВЕКТОРИ 


Мешаниот производ на три вектора е скалар кој се дефинира со 
следната дефиниција: 


Дефиниција. Мешан производ на векторите 4, б и се скалар кој се 
означува со (а„б,с) и се пресметува со 


со 


(аБеуса-(Бхејјахо)-г. 


Својства на мешаниот производ 
Мешаниот производ ги има следниве својства: 


1. Ако векторите се дадени со своите координати 


ас ха, ВЕ ај б- 1, Ууо, 25), СС (хЗ, уз, 73), 


тогаш мешаниот производ се пресметува преку троредната 
детерминанта 


1 д а 
(4,9,с) еа | г2 42 22 . 


23 8 48 


Бидејќи мешаниот производ се пресметува преку детерминанта од трет 
ред, неговите својства ќе следуваат од својствата на детерминатите. 


Затоа: 


2. Важи антикомутативниот закон т.е се менува знакот на мешаниот 
производ ако два множители си ги сменат местата и затоа 


(абе) - (ае); 
3. Важи дистрибутивниот закон 
(а Беа) - (аа) (6,4); 


4. Множење со скалар А 


5. Ако било кои два од трите вектори во мешаниот производ се 


колинеарни (паралелни), тогаш (4а,б,с) с- 0; 


6. Ако трите вектори се компланарни (лежат во иста рамнина), тогаш 
(а,р,с) с- 0; 


7. Геометриско толкување на мешаниот производ: апсолутната 
вредност од мешаниот производ е волумен на паралелопипед 
образуван од трите вектори со заеднички почеток, а секој вектор 
претставува раб на така образуваниот паралелопипед. Затоа волуменот 


на паралелопипед со рабовиа,бисе 


со 


Инарателодивет тт | (а И 0 2 с) 


2 


8. Волуменот на тристрана пирамида образувана од векторите а,би с 
е 


2 


параноја теа | (4,6) 


Пример 1 


Дадени се векторите а- (3, 2, 1), б- (1,1, 2) ие- (1,3, 5). Да се 
пресмета: 


а. Волуменот на паралелопипедот образуван од овие вектори; 


6) Плоштината на зидот образуван од векторите ди с. 


Решение 
а) Се пресметува мешаниот производ 


СУВА! 
(аре)с|1 4 2-93 Е4-1-6-18-- -9, 
135 


Волуменот на паралелопипедот е 
и аралелонинит со| (а,6,с) ЕЧ --д Е ој 


б) Плоштината на паралелограмот меѓу векторите 4 и с се пресметува 
со 


ГР паралелограм“ | а Х сј 


Од векторскиот производ 


НЕ 
ахесј3 2 1| -ЈО0гчри-Е9К-- 2К-- 81 -- 9) -- 74 - вј -ТК, 
1 3.5 


следува дека 


анален иа Ве | ах | ќе | НА Ш 8,7) ан је ај (--8)? - 72 -- 162. њ! 


Пример 2 


Да се покаже дека (а -- Вреди Ва бјз -б(а,Б,д). 


Решение 


за решавање на оваа задача, се користат својствата 2, 3, 4 и 5 за мешан 
производ. Затоа најпрво се применува дистрибутивниот закон (својство 
3) за првиот множител, 


па за вториот и за третиот множител: 
Едианоп: 


потоа се применува СВОЈТВОТО 5 и затоа сите мешани производи со два 
исти множители се нула, а потоа се применуваат и свој ствата 2 и 4 


(4, Ба) ч : 

--(а,Б,) (Ба) -- (еба) -- 

- (4,5) -- 6(а,Б,д) з- (4,Б,д) -- 
--б(а,5,о), 


што и требаше да се докаже. - 


Задачи од мешан производ на вектори 


решени задачи од мешан производ на вектори 5о|уед ргоБ!ет5 оѓ штр!е 5сајаг ргодисе 


ОЃ уестог5 


Решени задачи од мешан производ на вектори 


1. Да се провери дали се компланарни векторите: 
ад -- 4121), 5 -- (2,84) иг -- 14,5,10). 


буа--421,- 3) Бо 41, - 4ајид (3, - 22). 


Решение. 
ја 
4 5 10 
Едиабоп: 


с1-84-102-4-4 2.5.1- 4-.83.1- 5-4.1- 2-2.10 - 


с 30-82 -10- 12- 20- 40 - 72 -- 72 - 0. 


Значи, векторите 4, 6 и с се компланарни. 


2 1 -а3 
бу(аБа)с|1 -4 1 |- 
а са. 


Едиабоп: 


Оној чодрање рај ед ја 


с(са6)ч3Зчб-36--4-2-(ст)- 34--(-41) 4 0. 


Следува векторите 4, 6 и с не се компланарни. 


8 (С4)- (СЗ) 


2. Да се пресмета волуменот на паралелопипедот конструиран над векторите 


а 49, 8,4),Б-- 4 БО и 2 -- 13,4,11. 


Решение. 


2 а ДА 
и-|ј(а,ве) (4 5 0 10--64--60--12|-| 4-2 22, 
3 4 1 


3. Да се покаже дека точките А(1,2, -- 1), В(0,1,5), С(--1,2,1) и 0(2,1,3) лежат во 
иста рамнина. 


Решение. 


АВ 4-1, -- 16) ДО--(-20,2), Ар - 41, - 1,4), 


е: ПА. 
(АВАС,АБ)-|-2 0 2|-(с2)412-8- 2-0. 
15 зо 


Следува векторите АВ,АС,АП се компланарни, па и точките А, В, Си П лежат во 
иста рамнина. 


4. Волуменот на тетраедар е 5. Три негови темиња се во точките: 
А(2,1, - 1), В(3,0,1) и С(2, -- 1,3). 


Да се определат координатите на четвртото теме ГП), ако се знае дека тоа лежи на у- 
оската. 


Решение. 
Темето Г има координати: Г)(0,4,0), бидејќи лежи на у-оската. 


Иг -- 5. Следува 

1 ТД(СКАТА |... 

1 | (АВ.АС,АО) |-- 5. 
АВ -(1,-- 1,2), 

ДО -- 402,-- 4), 


Ар--2а- 1,1). 


1 --1 2 
1Ј(АВАСАО) (| 0 -2 4-5. 
са а 1 


Е|(СВдх8-8-- 44 4) |-- 5. 


1 ((2- 44) |ј-5. 
| 2 -- 44 |-- 30. Оттука, добиваме 
Едианоп: 
2 - 44-30 АЕт НЕ Тр 
2-44 80 ра ф-8 


Има две можности: /. (0, -- 7,0) и /02(0,8,0). 


